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Методы решения обратной задачи гравиметрии о нахож-
дении поверхностей раздела сред на многопроцессорных 

вычислительных системах 1 

АННОТАЦИЯ. Для решения трехмерной структурной обратной задачи гравиметрии о 
нахождении поверхностей раздела сред постоянной плотности рассматриваются 
итерационные методы типа Ньютона и Гаусса–Ньютона для модели двухслойной 
среды и линеаризованные методы градиентного типа с весовыми множителями для 
решения задачи в многослойной среде. На основе этих методов для решения задачи 
гравиметрии для моделей двухслойной  и  трехслойной среды разработаны эффек-
тивные параллельные алгоритмы решения обратных задач, численно реализованные 
на многопроцессорных системах различного типа: многопроцессорном комплексе 
МВС-ИММ, многоядерном процессоре Intel и графических процессорах NVIDIA, 
входящими в состав суперкомпьютера «Уран». Проведено исследование эффектив-
ности и оптимизация параллельных алгоритмов.  

Ключевые слова и фразы:  обратная задача гравиметрии, итерационные методы, парал-
лельные алгоритмы, многопроцессорные вычислительные системы. 

Введение 

Важнейшей задачей при исследовании структуры земной коры явля-
ется обратная задача гравиметрии о нахождении поверхностей раздела 
сред постоянной плотности по известным скачкам плотности и гравита-
ционному полю, измеренному на некоторой площади земной поверхно-
сти [1].  Задача гравиметрии является некорректно поставленной и опи-
сывается нелинейным интегральным уравнением Фредгольма первого 
рода. При разработке методов решения задачи используются идеи итера-
тивной регуляризации [2-3]. После дискретизации задача сводится к сис-
темам нелинейных уравнений большой размерности (до нескольких со-
тен тысяч). Необходимость повышения точности результатов решения 
задач, в частности, использование более мелких сеток, существенно уве-
личивает время вычислений.  
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 Одним из путей уменьшения времени расчетов и повышения эф-
фективности решения геофизических задач является распараллеливание 
алгоритмов  и использование   многопроцессорных вычислительных сис-
тем (МВС).  В Институте математики и  механики УрО РАН (г. Екате-
ринбург) установлены суперкомпьютеры МВС-ИММ и «Уран», которые 
успешно используются при решении прикладных задач. Суперкомпью-
тер «Уран» включает в себя  гибридный вычислительный кластер на ос-
нове видеоускорителей  NVIDIA Tesla и многоядерных CPU.  

В данной работе рассматриваются итерационные методы типа Нью-
тона и Гаусса–Ньютона и их модифицированные варианты для решения 
структурной обратной задачи гравиметрии о нахождении поверхностей 
раздела сред для модели двухслойной среды и линеаризованные итера-
ционные методы градиентного типа (наискорейшего спуска и мини-
мальной ошибки) с весовыми множителями для решения задачи в мно-
гослойной среде. На основе этих методов разработаны эффективные па-
раллельные алгоритмы, численно реализованные на многопроцессорных 
вычислительных системах различного типа. 

1.  Обратная задача гравиметрии о нахождении поверхностей 
раздела сред  

1.1. Постановка обратной задачи гравиметрии о нахождении поверхности 
раздела для модели двухслойной среды 

Рассматривается трехмерная структурная обратная задача гравимет-
рии о восстановлении поверхности раздела между средами  по извест-
ному скачку плотности и гравитационному полю, измеренному на неко-
торой площади земной поверхности. 

 

Рис. 1. Модель двухслойной среды 
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В предположении, что нижнее полупространство состоит из двух 
слоев постоянной плотности, разделенных искомой поверхностью S  
(рис. 1), и гравитационная аномалия создана отклонением искомой по-
верхности S  от горизонтальной плоскости z H= , функция 

( , )z z x y= , описывающая искомую поверхность раздела, удовлетворя-
ет нелинейному двумерному интегральному уравнению Фредгольма 
первого рода  
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                        (1) 

   
где f − гравитационная постоянная, σ∆ − скачок плотности на границе 

раздела сред, ( , ,0)g x y∆ − аномальное гравитационное поле, 

z H= − асимптотическая плоскость для данной границы раздела, т.е.  

,
lim ( , ) 0.

x y
z x y H

→∞
− =  

Предварительная обработка гравитационных данных, связанная с 
выделением аномального поля из общих гравитационных данных, вы-
полняется по методике, предложенной в работе [4].  

Обратная задача гравиметрии является существенно некорректной 
задачей, решение которой обладает сильной чувствительностью к по-
грешности правой части,  полученной в результате измерений и предва-
рительной обработки геофизических данных. Поэтому при ее решении 
используются методы итеративной регуляризации. 

После дискретизации уравнения (1) на сетке n M N= × , где задана 

( , )g x y∆ , и аппроксимации интегрального оператора по квадратурным 
формулам имеем систему нелинейных уравнений  

 

[ ] .n nA z F=                                (2) 
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1.2. Постановка обратной задачи гравиметрии о нахождении поверхно-
стей раздела в многослойной среде 

 
Предполагается, что нижнее полупространство состоит из несколь-

ких слоев постоянной плотности, разделенных искомыми поверхностями 
, 1,...,lS l L= , где L − число границ раздела (рис. 2). Гравитационный  

эффект от такого полупространства равен сумме гравитационных эф-
фектов от всех поверхностей раздела.  

 

 
 
                      Рис. 2.  Модель многослойной среды 

     Пусть поверхности раздела задаются уравнениями ( , )l lz z x y= , 

скачки плотности на них равны lσ∆ , поверхности имеют горизонталь-

ные асимптотические плоскости l lz H= , т. е.  

,
lim ( , ) 0.l l

x y
z x y H

→∞
− =    Поле от суперпозиции границ равно [1] 
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где f − гравитационная постоянная,  L − число границ раздела,  

1

( , ) .
L

l
l

g x y g
=

∆ = ∆∑   

  После дискретизации уравнения (3) на сетке n M N= × , где зада-
на правая часть ( , )g x y∆ , и аппроксимации интегрального оператора 

( )A z  по квадратурным формулам имеем вектор правой части ( , )F x y  

размерности M N× , результирующий вектор решения 

[ ]1( , ) ( , ),..., ( , )Lz x y z x y z x y=  размерности L M N× × , матрицу 

производной оператора ( )k TA z′  размерности 2 2L M N× ×  и  систему 
нелинейных уравнений  

                        [ ] .n nA z F=% %                                             (4) 

Задача является недоопределенной, так как по заданной функции  
( , )g x y∆  необходимо найти несколько неизвестных функций  

( , )l lz z x y= ,  что влечет  неединственность  решения.   

2. Итерационные методы решения обратной задачи грави-
метрии 

2.1. Методы решения задачи для двухслойной среды  

 
Для решения системы нелинейных уравнений (2) используется ме-

тоды  Ньютона и Гаусса–Ньютона в регуляризованном варианте: 
• итеративно регуляризованный метод Ньютона [2]  

      ( ) ( )1
1 ;k k k k k

n n nz z A z I A z z Fα α
−+    ′= − + + −            (5) 

• метод Гаусса–Ньютона [2] 
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( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1 ;
T T

k k k k k k k
n n n n nz z A z A z I A z A z z Fα α

−
+    ′ ′ ′= − + + −   

     (6) 

либо модифицированные аналоги методов Ньютона и Гаусса–Ньютона,  
когда производная в обращаемом операторе вычисляется в фиксирован-
ной точке  0 constz =  [5], [6]: 
 

( ) ( )1
1 0 ;k k k k

n n nz z A z I A z z Fα α
−+    ′= − + + −            (5a) 

 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1 0 0 ,
T T

k k k k k
n n n n nz z A z A z I A z A z z Fα α

−
+    ′ ′ ′= − + + −   

(6a) 
а также  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1 0 0 0 ,
T T

k k k k
n n n n nz z A z A z I A z A z z Fα α

−
+    ′ ′ ′= − + + −   

 

(6b) 
 
когда производная вычисляется в фиксированной точке не только в об-
ращаемом операторе, но и в градиенте тихоновского функционала.      

Здесь ( )k
nA z и nF  − конечномерные аппроксимации интеграль-

ного оператора и правой части в уравнении (1), ( )k
nA z′ − производная 

оператора A  в точке kz , I − единичный оператор, ,α α − положитель-
ные параметры регуляризации.  
         В отличие от (5), (6), управляющие параметры ,α α  в процессах 
(5a), (6a), (6b) в общем случае различны. Это открывает новые возмож-
ности для обоснования сильной сходимости, получения оценок погреш-
ностей и построения эффективных итерационных процессов. 

Нахождение очередного приближения 1kz +  методов (5), (6) и (5a), 
(6a), (6b)  сводится к решению СЛАУ 

 

                                        1k k k
n nA z F+ = ,                                         (7) 



 Е. Н.  АКИМОВА, В.В. ВАСИН, П.С. МАРТЫШКО, В.Е. МИСИЛОВ, А.Ф. МИНИАХМЕТОВА 7 

где ( )k k
n nA A z Iα′= + − плохо обусловленная несимметричная  за-

полненная n n×   матрица для метода (5) либо  симметричная положи-

тельно-определенная n n×   матрица  ( )( ) ( )0 0
T

k
n n nA A z A z Iα′ ′= +%  для 

методов (6а), (6b). В случае (5), (5a) вектор k
nF  размерности n  имеет 

вид ( ) .k k k k k
n n n nF A z A z z Fα = − + −   

Условием останова итерационных процессов (5), (6) и (5a), (6a), (6b) 
является выполнение условия  /n n nA z F F ε− <  при  достаточно ма-

лом  0.ε >  

На каждом шаге методов Ньютона и Гаусса–Ньютона и их модифи-

цированных вариантов для нахождения очередного приближения 1kz +  с 
помощью решения СЛАУ (7) могут быть использованы  итерационные 
методы градиентного типа:  простой итерации, минимальных невязок,  
минимальной ошибки, наискорейшего спуска или сопряженных гради-
ентов в регуляризованном варианте.    

 

2.2. Методы решения  задачи в многослойной среде   

 
       Для решения задачи  гравиметрии в многослойной среде предлагает-
ся использовать линеаризованные итерационные методы градиентного 

типа с весовыми множителями iγ , вычисляемыми для каждой компо-

ненты  ( 1,..., )iz i L M N= × ×  [7] : 

      •   линеаризованный метод наискорейшего спуска (ЛМНС) 

            

2

1
2

( )
( ),

( ) ( )

( ) ( ) ( ( ) );

k

k k k
i i i i

k k

k k T k

S z
z z S z

A z S z

S z A z A z F

γ+ = −
′

′= −

                                  (8) 

 
      •   линеаризованный метод минимальной ошибки  (ЛММО) 
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2

1
2

( )
( ),

( )

k

k k k
i i i i

k

A z F
z z S z

S z
γ+

−
= −                                       (9) 

где [0,1]iγ ∈ , iz i− - компонента результирующего вектора 

( , );z x y k − номер итерации.    

Весовые множители iγ , зависящие от номера компоненты вектора 
kz ,  выбираются специальным образом путем нормировки выделенных 

аномальных полей из общего гравитационного поля ( , )g x y∆  для каж-
дой границы раздела. 

В качестве начального приближения используются горизонтальные 

асимптотические плоскости 0 ( 1,..., )l lz H l L= = .   

 Условием останова итерационных процессов (8)− (9) является вы-
полнение условия ( ) /A z F F ε− <   при достаточно малом ε ,  где     

1

.
L

l
l

F F
=

=∑   Заметим, что линеаризованные градиентные методы (8) и (9) 

с постоянными множителями γ  ранее были использованы при решении 
задачи гравиметрии для модели двухслойной среды [8].  

3.  Распараллеливание и численная реализация методов ре-
шения задачи на многопроцессорных системах 

 Параллельные алгоритмы решения структурной обратной задачи 
гравиметрии о восстановлении поверхности раздела для модели двух-
слойной среды на основе методов градиентного типа, итеративно регу-
ляризованных методов Ньютона и Гаусса–Ньютона и их модифициро-
ванных вариантов, а также параллельные алгоритмы решения структур-
ной обратной задачи гравиметрии о восстановлении поверхностей раз-
дела для моделей трех- и четырехслойной среды на основе линеаризо-
ванных методов градиентного типа с весовыми множителями численно 
реализованы на многопроцессорном комплексе кластерного типа с рас-
пределенной памятью МВС-ИММ, многоядерном процессоре Intel и 
графических процессорах NVIDIA, входящими в состав суперкомпьюте-
ра «Уран» (ИММ УрО РАН).  Параллельные алгоритмы реализованы на 
МВС-ИММ и «Уран» с помощью технологии MPI, на графических про-
цессорах NVIDIA – с помощью технологии CUDA и библиотеки 
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CUBLAS, на многоядерном процессоре – с помощью технологии 
OpenMP.  

 При реализации на МВС и многоядерном процессоре распаралле-
ливание итерационных методов градиентного типа, методов типа Нью-
тона и Гаусса–Ньютона основано на разбиении матрицы A  СЛАУ гори-
зонтальными полосами на m  блоков, а вектора решения z  и вектора 
правой части b  СЛАУ на  m  частей так, что n m L= × , где  n − раз-
мерность системы уравнений, m − число процессоров, L − число строк 
матрицы в блоке. На текущей итерации каждый из m  процессоров вы-
числяет свою часть вектора решения. В случае умножения матрицы A  
на вектор z  каждый из m  процессоров умножает свою часть строк 

матрицы A  на вектор z . В случае матричного умножения TA A  каж-
дый из m  процессоров умножает свою часть строк  транспонированной  

матрицы  TA  на всю матрицу  A . Host-процессор (ведущий) отвечает за 
пересылки данных и также вычисляет свою часть вектора решения.  

С целью оптимизации выполнения векторно-матричных операций 
проведено распараллеливание и векторизация циклов с помощью техно-
логии OpenMP и средств компилятора Intel .  
       При реализации на графических процессорах NVIDIA линеаризо-
ванных итерационных методов наискорейшего спуска и минимальной 
ошибки проведена оптимизация работы с памятью. Для сеток довольно 
большой размерности, когда данные могут не входить в память видео-
карты, наилучшим  по  быстродействию  оказывается  метод  вычисле-
ния  элементов  матрицы  A′   «на лету»,  т.е.  вычисление  значения  
элемента  матрицы  происходит  в  момент  обращения  к  этому элемен-
ту  без  сохранения  его  в  память  видеокарты.    Это  позволяет  суще-
ственно  снизить количество  обращений  к  памяти  видеокарты  и  за-
метно  ускорить  процесс  вычислений  по сравнению  с  хранением  мат-
рицы  A′   в  памяти  Host-процессора  и  порционной  загрузкой  в ви-
деоускоритель для вычислений. 

Параллельные алгоритмы решения структурных обратных задач 
гравиметрии о восстановлении поверхностей раздела сред встроены в 
разработанную систему удаленных вычислений  «Специализированный 
Веб-портал решения задач на многопроцессорных вычислительных сис-
темах» [9], установленный в отделе некорректных задач анализа и при-
ложений Института математики и механики УрО РАН. В настоящее 
время на Веб-портале предусмотрен запуск программ для решения задач 
гравиметрии на МВС-ИММ и суперкомпьютере «Уран»,  включающем в 
себя вычислительный кластер на основе видеоускорителей  NVIDIA 
Tesla.       
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Специализированный Веб-портал предоставляет возможность поль-
зователю через Веб-интерфейс выбирать тип многопроцессорного вы-
числителя с указанием числа процессорных узлов (МВС, NVIDIA Tesla, 
Multi-Core CPU), вид задачи и метод ее решения, загружать входные 
данные, получать выходные данные и графическое изображение резуль-
татов решения с помощью графических пакетов Surfer и gnuplot. Для 
каждой задачи выводится время счета.   

 

4. Результаты численных экспериментов  

Эффективность модифицированного метода ньютоновского типа 
(5а) для обратной задачи гравиметрии в случае двухслойной среды была 
продемонстрирована в [10]. В данной работе приводятся результаты 
численных экспериментов на основе методов (8), (9) при решении задачи 
гравиметрии для трехслойной среды, разделенной двумя искомыми по-

верхностями 1S  и 2S  с  модельными данными на площади ,S  имеющей 

размеры  90 100×  км2.  Суммарное гравитационное поле на площади S  
находилось путем решения прямой задачи гравиметрии по формуле (3) с 
известными точными решениями:   

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2

/10 3.5 /10 2.5 /10 5.5 /10 4.5
1

/ 25 2.2 / 25 1.75
2

( , ) 5 2e 3e ;

( , ) 20 10e .

x y x y

x y

z x y

z x y

− − − − − − − −

− − − −

= − −

= −
 

 Расстояния до асимптотических плоскостей принимались равными 

1 5H = км и 2 20H =  км. Соответствующие скачки плотности принима-

лись равными 1 0.25σ∆ =  г/см3 и 2 0.3σ∆ =  г/см3. Шаги сетки составили 

1.0x y∆ = ∆ =  км. 

 После дискретизации уравнения (3) на сетке имеем вектор правой 
части ( , )F x y  размерности 9000, результирующий вектор решения 

[ ]1 2( , ) ( , ), ( , )z x y z x y z x y=  размерности 18000, матрицу производной 

оператора ( )k TA z′  размерности 18000 9000×  и систему нелинейных 
уравнений вида (4).   

 Для решения задачи использовались параллельные итерационные 
линеаризованные методы наискорейшего спуска и минимальной ошибки 
с весовыми множителями. Задача решалась на МВС-ИММ с помощью 
технологии MPI и вычислительном кластере NVIDIA Tesla с применени-
ем технологии OpenMP  и  технологии CUDA.   
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На рис. 3 изображены приближенные решения – восстановленные 
поверхности раздела.  

При решении задачи методами ЛМНС и ЛММО относительные 

нормы невязок ( ) /A z F Fε = −  по сравнению с начальной нормой 

невязки 0 1ε =  уменьшились на два порядка и составили 

0.011ЛМНСε ≈  и  0.013ЛММОε ≈  (100 итераций). Относительные по-

грешности / 100%T пр T
i i i iz z zδ = − ⋅  для решений 1( , )z x y и 

2( , )z x y  составили 2.8 %  и  2.3 %, соответственно.  

 

 

Рис. 3. Приближенные решения  

 
В табл. 1 приводятся времена решения нелинейной задачи гравимет-

рии для трехслойной среды линеаризованным методом минимальной 
ошибки на графических процессорах NVIDIA Tesla и многоядерном 
процессоре Intel  Xeon с оптимизацией (векторизацией циклов) и без 
оптимизации выполнения векторно-матричных операций.  Оптимизация 
средствами компилятора Intel в три раза сокращает время счета. Наи-
меньшим временем решения задачи является время счета на видеоуско-
рителе NVIDIA Tesla, которое в 5 раз меньше времени решения задачи 
на 6 ядрах процессора Intel Xeon.  

Для сравнения времени счета решения задачи введем коэффициенты  
ускорения и эффективности параллельных алгоритмов   

 

1 1 2/ , / , / ,m m m mS T T E S m S T T= = =  
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где  mT −  время выполнения параллельного алгоритма на МВС-ИММ 

либо на многоядерном процессоре с числом процессоров или  ядер 
( 1)m m > 1, T − время выполнения последовательного алгоритма на од-

ном процессоре либо на одном ядре, 2T −время решения задачи на ви-
деоускорителе. 

mT  представляет собой совокупность чистого времени 

счета и накладных расходов. 

Таблица  1 

Решение задачи методом ЛММО 

Вычислитель 
mT , мин. ( )mS S  mE  

Intel Xeon (1 ядро) 
без опт 

18.57 – – 

Intel Xeon (2 ядра) 
без опт 

9.31 1.99 0.99 

Intel Xeon (3 ядра) 
без опт 

6.40 2.90 0.97 

Intel Xeon (4 ядра) 
без опт 

4.80 3.87 0.97 

Intel Xeon (5 ядер) 
без опт 

3.92 4.74 0.95 

Intel Xeon (6 ядер) 
без опт 

3.37 5.51 0.92 

Intel Xeon (1 ядро)  
с опт 

5.11 – – 

Intel Xeon (2 ядра)  
с опт 

2.69 1.91 0.95 

Intel Xeon (3 ядра)  
с опт 

2.00 2.55 0.85 

Intel Xeon (4 ядра)  
с опт 

1.53 3.44 0.84 

Intel Xeon (5 ядер)  
с опт 

1.35 3.79 0.75 

Intel Xeon (6 ядер)  
с опт 

1.19 4.29 0.71 

NVIDIA Tesla  
(448 ядер) 

0.25 20.4 – 
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Заключение 

На  основе итеративно регуляризованных методов типа Ньютона, 
Гаусса–Ньютона и линеаризованных методов градиентного типа для  
решения структурной обратной задачи гравиметрии разработаны парал-
лельные алгоритмы, численно реализованные на многопроцессорных 
вычислительных системах различного типа: многопроцессорном ком-
плексе МВС-ИММ, графических процессорах NVIDIA Tesla и  много-
ядерном процессоре Intel Xeon с высокой эффективностью распаралле-
ливания с использованием новых вычислительных технологий. Прове-
дена оптимизация параллельных алгоритмов. Решена модельная задача 
для трехслойной среды. Результаты вычислений показывают, что ис-
пользование линеаризованных итерационных методов градиентного ти-
па при решении структурных обратных задач гравиметрии для двух-
слойной и трехслойной среды позволяет получать корректные решения. 
Применение параллельных алгоритмов при решении обратных задач 
гравиметрии на многопроцессорных вычислительных системах сущест-
венно уменьшает время счета.  
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